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【論　　文】

ナビエ-ストークス方程式の軸対称渦解 : 

初期値敏感性およびエネルギー有限性 

1.　初期値敏感性について

高　　橋　　光　　一

　　The Navier-Stokes （NS） equations have been studied to unveil the nature of viscous 

flows, in particular, of turbulences, which are developed by complex dynamics among 

vortices.　A large number of vortical motions that the NS equations permit have been 

reported by means of analytical and numerical methods.　For reviews, readers can refer to 

Wang （1991）, Drazin and Riley （2007）, Dyck and Straatman （2020） and references cited 

therein.　The equation by Bellamy-Knights （1970, 1971） may be the simplest one for the 

systematic search of three-dimensional unsteady axisymmetric vortex solutions.　Recently, 

Takahashi （2022a, b） presented a method of analyzing the Bellamy-Knights equation for find-

ing new vortex solutions, thereby shedding a new light to the profoundity of the NS 

equations.　The important outcome is that there exist regions of the initial condition to 

which the motions of vortices are extremely sensitive and are virtually not predictable.　
This aspect of the solutions may provide a hint for considering the well-known problem 

called Millennium Problem : For the three-dimensional system of the NS equations, and 

given some initial conditions, do smooth solutions always exist for given initial conditions?　
If so do, are they unique?　This article aims at presenting a short review and a future per-

spective of the work by Takahashi （2022b） that may be related to the above questions.
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第 1部

I.　はじめに─流体力学と Cauchy問題

　流体力学の専門家はその古色蒼然たる基礎方程式を通してのみしか流体を見ないか

ら，いつまでたってもその方程式に含まれていない種類の現象に眼の明く日はこない。

 寺田寅彦『物理学圏外の物理的現象』

液体や気体が示す印象的な運動に渦がある。蚊取り線香からの渦巻く煙は夏の風物詩であ

る。路上に掃き残された枯葉を舞い上げるつむじ風は，近づく冬を感じさせる。天と地をつ

なぐ竜巻 （例えば Fiedler 1994, Lewellen 2002, Xia他 2003），海水の干満時に現れる渦潮も目

に見える渦であり，人々の注意を引き付ける。鴨長明は「行く川の流れ」と「うたかた」を

浮かべる「よどみ」に渦を見たであろう。R. デカルトは，天体の運動を宇宙空間に充満す

る渦に帰そうとした。E.A.ポーは，巨大な渦の驚異を『大渦巻きへの落下 A descent into the 

maelström』で描き出した。A. ヒチコックの映画『めまい Vertigo』では，主人公の精神作用

を表すのに渦の回転が要所に用いられた1。渦が芸術家の創作意欲の源泉になっていること

は，現代のインターネットで容易に確認できる2。

旋風や竜巻が見えるのは，空気の流れに沿って動く砂，石，草木，などが見えるからであ

る。はるかにスケールの大きい台風も似たものであることは，現代では衛星画像の雲の形で

直感的に確認できる。中性子星やブラックホールの周りを周回しながら落下する雲も渦を形

成する。アンドロメダ星雲のような渦巻銀河の形も渦を連想させる。

船の航跡に渦が見える。野球，ゴルフ，サッカーなどのボールや，走る動物，乗り物，飛

行機など空気中を動くたいていのものは渦をつくることが知られている。多くの場合，渦は

直接には見えないが，物体の周りにテープを置いたり染料を流したりする可視化法によって

見ることができるようになる。日常生活でも，渦はその姿を現す。喫煙者は煙の輪を吐き出

して楽しむことがある。洗濯は，渦の輪の働きで効率よく汚れを取り除くことができる （Jain

他 2023）3。渦は我が宇宙に遍在するので，この世界を深く理解するためには渦の科学は必須

である。

 1 映画の紹介と考察については，武田雄貴 2015『ヒッチコック『めまい』から学べること』（東北学院
大学卒業論文） がある。

 2 人間の脳に備わる特殊な画像処理法が人間を渦に引き付ける要因かも知れない。この稿の最後のペー
ジにある絵-図 7-を切り取って厚紙に貼り，机の上でこまのように回転させ，それを暫く見つめた後
に自分の手のひらを見ると何が起きるか。（Block他 1989）

 3 https://physics.aps.org/articles/v16/61?utm_campaign=weekly&utm_medium=email&utm_
source=emailalertで動画をみることができる。
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くわえて，効率と安全を追求する技術にとっても，渦の制御は重要な課題になる。モノを

効率的に動かそうとするとき，渦はしばしば邪魔者になる。動かすために投入したエネルギー

の一部が，望まない渦をつくるという余分の仕事に使われるからである。渦は，消えるとき

には熱を発生し，エネルギーを散逸させる。大小の渦が次々に一見不規則につくられては消

えていく流れは乱流と呼ばれ，流体の運動の予測不可能性の原因となり，飛行機にとっては

しばしば重大事故の原因となる4。機械装置を安全かつ効率的に動かすために渦を理解するこ

とは，工学上の重要な課題である。

この点で，生物は人間の優れた先達である。彼らは，空中と水中で渦を巧みに制御しかつ

利用することにより，複雑かつ効率的な空間移動を実現することができる驚異的な能力を長

い進化の過程で自分のものとした。生物から学ぶことは多く，現在，渦を巡る多様な現象を

究明すべく，生物工学が急速に発展しつつある （例えば Hedenström 2006 と引用文献，Tro-

pea他 2012を参照）。

流れの力学の基礎を据えたのはトリチェリとされる （Dugas 1988）が，一見して ‘乱れた’

流れである乱流が物理学的に発見されたのは時代が下って 1883年，レイノルズの円管水流

の実験によってであった（Reynolds 1883）。レイノルズは，彼の実験装置において，管の直

径と流速がある関係があるときに流れが乱流になることを確かめ，今日レイノルズ数 （Re

で表される） と呼ばれる D（直径）・V（流速）/ν （動粘性係数） を乱流への遷移の指標として

提案した。

液体と気体をあわせて流体という。プラズマも流体である。蜂蜜や金属も，観測可能な流

動性があるときは流体と見なす。これらは，原子や分子などの不連続な構成粒子が多数密に

集まって形成される物質である。粒子の平均的な運動の効果だけを考えるのであれば，流体

は，物理的性質を損なわずにどこまでも分割できる連続体とみなしてよいであろう。流体の

一部分の速度をある時間をかけて計れば，個々の粒子の個性的運動は平均化され，流体全体

としての速度が得られ，それは時間や流体の場所を連続的に変えれば連続的に変化するであ

ろう。このように考えて，流体の微小部分に働く力を仮定してそこにニュートンの運動方程

式を適用すると，流体の最も基礎的な運動方程式が得られる。これが Navier-Stokes （ナビ

エ-ストークス，以後 NS）方程式である。

流体に作用する力としては，流体内部の圧力と散逸による粘性力 （流体各部分の面を通し

て隣接する部分に作用すると考えるので，正確には粘性応力と呼ばれる。この力の原因は散

 4 飛行中の大型飛行機の後ろにできる後方乱流 （または後方乱気流） は大きく比較的長時間存続する渦
である。ここに後続の飛行機が進入すると，安定性が失われ事故に至ることがある。ウィキペディ
ア上（https://ja.wikipedia.org/wiki後方乱気流）に幾つかの事例が紹介されている。
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逸である） に加え重力や電磁気力などの外部からの力がある。NS方程式では，粘性力は速

度勾配に比例するとしている。NS方程式は，外力および粘性力と圧力差による力の総和が

運動量の変化率 =加速度 =と釣り合っていることを表している。

NS方程式は，時空間座標を独立変数，速度と圧力を従属変数とする 2階の非線形偏微分

方程式である。流体は，流れの状態が全体として変わらない定常流であっても，流体の各部

分は動いていて加速度が存在している可能性がある。NS方程式には，この事情を反映した

移流項と呼ばれる項があって，これが非線形なのである。さらに，移流項は空間に関する 1

階の偏微分を含み，解の多様性と方程式を解く際の困難の元になっている。

流体の研究者は，乱流は NS方程式を解くことで理解できると固く信じている。数学の解

析的手法に加え，現在，コンピュータは方程式の数値解を探すための有力な道具で広く利用

されている。コンピュータを使えば乱流の微細構造を瞬間瞬間において正しく知り予言もで

きると考えている研究者もいるほどである。彼らにとって，冒頭の寺田の言葉 （1932年） は

耳に痛い。しかし，乱流下の流れの挙動はコンピュータですべて理解できるわけではない。

激しく変化する流体を記述できるためには，適当な近似法のもとで時空間を細かく分割した

計算が必要で，その計算量は莫大となる （木田・柳瀬 1999）。個々の渦の構造と消長並びに

相互の絡み合いを詳細に知ることは現在の技術では非常に難しい。さらに，乱流には初期値

敏感性という特性があり，現実に起きる乱流の長きにわたる挙動を時間的に正しく予言する

ことは原理的に不可能である。この点が第1部の主題である。 乱流の理論が，運動エネルギー , 

エンストロフィー （渦度の 2乗。渦度とは速度の回転 curl vのことである。下記を見よ） な

どの統計平均に関する現象論である所以である。また，コンピュータシミュレーションは数

値の結果を出すだけで，そこからどのような物理的意味を引き出すか，例えば数値からどの

ような量を再構成してそれを可視化するか，は研究者がどのような乱流理論を用意している

かに依存する。この状況のもとでガイド役をするのは，NS方程式の数学理論とエネルギー

散逸に基づく統計理論である。寺田の懸念をよそに，現在，乱流の理解は理論，実験室実験，

数値実験の三方向からゆっくりと着実に進められている （木田・柳瀬 1999，Davidson 

2016）。

以下，理論的側面に話を限る。NS方程式の解の性質については，その重要性にもかかわ

らず分からないことが非常に多い。数学的には，次の Cauchy問題

 任意のエネルギー有限の初期条件に対し，NS方程式は大域的に正則な解を一意的に与え

るか

がまだ解かれていない。ここで「大域的」は「いつまでたっても」を，「正則な」は特異点
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の無い「滑らかな」振る舞いを意味している5。全エネルギーが無限大の場合，どこかに特異

点がある解は容易につくることができる。エネルギーが有限という条件は，解に現実性を持

たせるために必要で，物理学では，NS方程式はその現実性を常に保証するかが問題なので

ある。

全ての特異点を，特異点であるという理由だけで排除することは，物理学においてはでき

ない。Takahashi （2022b）で強調されたように，対数特異点のように，観測量に発散をもた

らさない特異点もあるから，注意を要する。

統計的研究については，Kolmogorov （1941） が，より大きい渦がより小さい渦に分裂しな

がら最終的には消滅し , エネルギーを熱として散逸させるという Richardson描像に沿った重

要な道筋を見出した。実験室の中だけではなく，自然界の非常に大きなスケールの渦につい

てもこの描像は当てはまる可能性がある。乱流研究の具体的な方法と成果及び課題について

は，1950年以前に関しては Neumann （2013）を，以後については木田・柳瀬 （1999），

Davidson （2016）を参照されたい。

既に述べたように，乱流はさまざまな渦運動の集合で，その数学的分析は簡単でない。他

方で，研究者は，より簡単と思われる 1個あるいは少数個の渦の解析的解，いわゆる厳密解

の探索にも関心を向けてきた。それにより，渦の内部や周辺で何が起きているかを理論的に

厳密に知ることができ，乱流のモデルを構築する上でのヒントを得ることができると期待で

きるのである。厳密解が可能であることは，非圧縮性流体に対する Burgers （1948）と Sulli-

van （1959） の孤立定常解や Oseen （1911），Rott （1958） と Bellamy-Knights （1970, 1971） の孤

立非定常解の発見で示された。解の形を仮定し，それを NS方程式に代入して関数形を決め

るという方法が多くの場合に採用されている （Drazin他 2006）。Kambe （1984） は，この方

法を応用して任意の初期条件から解を与える手法を提示している。

NS方程式の特徴である非線形項の効果をある意味で抑えながら厳密解を探すという試み

も長く続けられてきた。第 2部で論じる Beltrami流がそのような流れである（Gromeka 

1881, Trkal 1919）6 が，この戦術を渦解探索に適用する多くの研究がある （Shi他，1991, 

Dombre 他 1986, Ershkov 2016, Ershkov 他 2020, Ershkov 他 2021, Dierkes 他 2020, Moffat 

2014, Dyck他 2020）。Oseenの解は散逸効果のみによって形成される 2次元渦で，現実の 3

 5 ここで「エネルギー有限」は物理的観点から付け加えた。大域的に正則でエネルギーが真性特異的
に発散する解は存在するが，エネルギー源が無いときにそのようなことが実際に起きることはあり
得ないからである。（以下で論じるように，対数特異性は可能である。）数学の問題としては，この
語句は付けないのが普通であるようだ。NS方程式に関するこの問題は，クレイ数学研究所が賞金を
掛けたいわゆるミレニアム問題として有名である。

 6 Beltrami, Eugenio （1835-1900） はイタリアの数学者。微分幾何学での業績で知られる。ロバチェフス
キー-ボヤイの非ユークリッド幾何学を定曲率の面上のユークリッド幾何学に等値することに成功し
た。また，回転がそれ自身に平行な 3Dベクトルを考えた。
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次元渦の理解にそのままを応用することはできない。他は 3次元（3D）渦であり，乱流の

解明にも有用であると考えられる。本稿で詳述するのは，それら 3D解およびそれらと密接

に関連する最近発見された 3D孤立非定常渦解 （Takahashi 2022a, b） である。これらの元に

なった定常解に関する Takahashi （2014） の研究も参照されたい。

ここで渦の定義を与えておく。速度は Galilei変換に対し不変でないので，渦巻き運動も

Galilei変換に対し不変でない。ある観測者が鳴門の渦潮のような渦巻き運動を見たとしても，

彼に対して等速直線運動をしている別の観測者は滑らかな波打つような流れを見るというこ

とは起こりうるのである。渦が流れの座標系に依存しない本質を担うという考え方からすれ

ば，可視的な渦巻き構造で渦を捉えることはできない （例えば Fridman 2007, 2008を参照）。

そこで Galilei変換に対し不変な速度の空間微分，すなわち速度勾配テンソルを考える。

その対称成分を変形テンソル，反対称成分を渦度テンソルあるいは単に渦度と呼ぶ。変形テ

ンソルは回転運動を生まない。渦の存在は，渦度が有限の値をとるかどうかで判断するのが

有力な方法である。渦度と速度場には Biot-Savartの関係式が成立することからも，流れに

備わる特異性の本質が渦度によって担われていると考えることができる （木田・柳瀬 1999）。

渦度は空間の回転に対しベクトルのように振る舞う。

渦の視覚描像は渦巻き運動によるもので，直感的には空間的に大域的なものであるから，

速度ベクトルを閉曲線に沿って積分した循環と呼ばれる量を用いるのが，渦を定義するもう

一つの方法である。速度場が正則なら，Stokesの定理によって，循環は渦度の面積分に等

しいことを思い出そう。

本稿では， Burgersと Sullivanの定常渦解，および Bellamy-Knights の非定常渦解に注目し

て，解の初期値に対する敏感性について，新しい知見を加えて総括する。

II.　Burgersと Sullivanの定常渦解

Burgersと Sullivanの定常渦解は共に対称軸 （z軸にとる）と対称面 （z = 0）を持つ，境界

の無い自由空間における最も単純な非圧縮性の定常解である。z軸の静止系で，流れは z軸

の周りに渦巻きながら流れ込んだり流れ出たりする。z>0を “上”，z<0を “下”と呼ぶこと

にすると，対称軸に向かって流れ込む回転流は，いずれは対称軸に沿って上昇または下降す

る。対称軸と対称面の交点を原点とすると，原点が速度 0の滞留点となり，その近くで流線

が圧縮と引き伸ばしの作用を受けているのがわかる。速度場は無限遠で発散する。すなわち，

対称軸あるいは対称面から離れると速度場は距離に比例して限りなく大きくなる。圧力差が

散逸を補うエネルギーを供給している。これらは自由空間中の微小渦の瞬間的なモデルと考

えることができる。Burgers渦の渦度は対称軸に平行で，Sullivan渦では方位角方向に傾く。
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渦の上部分を考える。Burgers渦では，遠方から対称軸に向かって流れ込み，軸の近くで

急速に上昇する流線を描く。Sullivan渦では，軸からある距離にある円筒面で上昇流になる。

その内側では，流れは軸付近を下降して円筒面に向かい円筒面に沿って上昇する。このよう

な事情で，Burgers渦はセルの数が 1つ，Sullivan渦では 2つであるという。

Burgers渦と Sullivan渦は，発達・減衰のない成熟した竜巻や台風の記述に使えないかと

いう期待が起きる。しかし竜巻と台風には，地面や海面と上空の対流圏界面あるいはそれよ

り下にある気団境界面という境界があるので，話は単純ではない。さらに，境界があるとき，

正則な定常解は存在しないことが分かっている（Takahashi 2015a）。実際，境界面のある定

常渦解は，対数特異性を導入すればつくることができる （Serrin 1972）。

厳密な定常解は諦め，代わりに境界面での適当な境界条件を満たすような Fourier展開法

を単純渦解をもとにして採用することもできる。この方法は，渦内の熱伝導も考慮すれば，

台風のみならず （Takahashi 2015b），太陽面光球内の状態も遷移領域も含め，それらの温度

異常をよく再現できることがわかっている （Takahashi 2017）。

数値計算法が発達した現在，厳密解を探す意義があるのかという疑問が出されることがあ

るが，既に述べた理由のほかに，厳密解のこのような利用法もあるのである。

III.　Bellamy-Knights の非定常渦解

非定常渦解も多くの研究者が関心を向けてきた。定常渦よりも独立変数が増えるので，そ

の探索はより難しくなる。この場合も，知られている定常解を基にして，その中で定数だっ

た部分がどのような時間依存性を持てば NS方程式を満足するかを調べて非定常解を見つけ

ることができる。定常 Burgers渦に対応する渦の研究としては，Moffatt （2000），Craik （2009），

Kolomenskiy他 （2012），Pandey他 （2018） によるものがある。

NS方程式は，レイノルズ数が同じ-すなわち動粘性係数を変えないとき管の直径と流速の

積が同じ-なら流れも似たものになることを示唆している。空間や速度の尺度を適当に変え

れば，流れのパターンは同じになるということである。空間と速度の積の次元は［距離］2［時

間］-1である。そこで，ある空間座標，例えば対称軸からの距離 rの 2乗を時間で割った量

を変数ととれば， NS方程式をこの変数だけに支配される形に変換できるのではないかとい

う期待が生まれる。Bellamy-Knights は ηB=r2/vtという変数を用いればそれが可能であるこ

とを示し，新しい時間依存解を探した （Bellamy-Knights 1970, 1971）。

Bellamy-Knightsの方程式はある任意の定数 γを含んでいる。γと原点 ηB=0での境界条件

が解のパラメータで，これを変えると，それに応じてセルの数が 1から 3までのいろいろな

解が現れる。Bellamy-Knightsは，2種の正則な厳密解と無限遠点を除いて正則な数値解を γ
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と境界条件を変えて探し，時間とともに減速する解がある限られたパラメータ領域にのみ存

在することを見出した。これらの渦解は，エネルギー源が無い場合に渦がどのように減衰す

るかを知る上で重要である。

無限遠での発散以外に，Bellamy-Knightsの解には二つの気になる点があった。第一に，

Bellamy-Knights 解を定常な Burgers解や Sullivan解に連続的につなげる方法が見当たらな

い。自然界では，竜巻や台風は，生まれてから成熟し減衰し消滅するまで連続的な変化の道

を辿る。定常渦解と非定常渦解は本来切り離された存在ではないはずである。第二に，Bel-

lamy-Knights のパラメータ空間で，厳密解は数値解から一部で切り離されている。厳密解か

らわずかにずれた他の解は見つからなかったということである。厳密解はそれほどに特殊な

のだろうか。

パラメータ空間で互いに隔絶した定常 Burgers渦と定常 Sullivan渦は，パラメータを適宜

変えると，物理的に意味のある非正則解を通して連続的につながることが知られている

（Takahashi 2014）。同様に，Bellamy-Knightsの厳密解を含む非定常解を互いに連続的につな

げることはできるのではないのか。最近，Takahashi （2022a, b） によってこれらの問いに明

確な答が見出された。

IV.　Takahashiの非定常渦解 

Takahashi （2022a, b） は以下の方法でより広範囲の非定常渦解を構成した7。まず，円筒座標

系 （r, θ, z） で書かれた Bellamy-Knightsの方程式 （Bellamy-Knights 1971, Drazin and Riley 

2006）

 � � � �B B′′′+ +( ) ′′+ ′+ ′′− ′ + −( )=f f f ff f1 1 02 ,  （4.1）

から出発する。fは Bellamy-Knights の独立変数 ηB≡ r2/4τ （τ≡ νt） の関数で νは動粘性係数，

tは時間変数，rは中心軸からの距離である。また，プライムは独立変数に関する微分を表す。

関数 fは，動径方向の速度 vr，および軸方向の速度 vzと次のように関係付けられている :

 v vzr
r

f z f=− ( ) = ′( )2� � �
�

�B B,  （4.2）

fが分かると，方位角成分 vθは fを含む関数の積分として簡単に与えられる （Bellamy-Knights 

1971, Takahashi 2022a）。Bellamy-Knights （1971） は，式 （4.1） を以下の条件

 f f A f A A0 0 0 0 1( )= ′( )= ′′( )= −( ) + −( ), , γ γ  （4.3）

 7 Kudos （growkudos.com） 上の AIP Showcaseで紹介されている : https://www.growkudos.com/publication
s/10.1063%25252F5.0106368/reader
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の下で解き，2つの厳密解

 f1 = ��B, （4.4a）

 f2 13
1

1= −
+

−( )− +( )�� �
�

� �
B e B .  （4.4b）

とその他の数値解を得た。正と負の γは，動径方向無限遠で流入と流出する流れを表す。  

ここで，κを任意の正の定数として次のように変数変換する :

 � � � ��2 24≡ =B / /r  （4.5a） 

 f x dη η η η
η( )=− ( )∫12 0  （4.5b）

式 （4.5） を （4.1） に代入して，Bellamy-Knights方程式の微積分方程式版

 
′′+ + − =− + −







 ′∫x x x k x d x2 2

0
4

2
1 1� ��
� �

� �
�

 （4.6）

を得る。プライムは ηに関する微分を表す。kは圧力項に起因するもので

 k2 21 4≡ −( )� � � /  （4.7）

によって γと関係づけられている。式 （4.6） を Bellamy-Knights方程式から導いたが，これ

を流れの軸方向成分の NS方程式に連続の式を加味して直ちに導くこともできる。

式 （4.6） は，仮りに ηを時間と見なすと，ポテンシャルから導かれる保存力と非保存力の

下で 1次元運動する粒子の運動を表すことは明らかである。特に，κ = 0とすると，式 （4.6） 

は Burgersと Sullivanの解とそれらをつなぐ一連の定常解を与える方程式に一致する （Taka-

hashi 2014, 2022a, 2022b）。κ≠ 0の場合，ポテンシャルは

 x k± ≡ − ± +( )1
2

162 2κ κ  （4.8）

に極小極大を持つ。x+はアトラクター，x−はリペラーで，この保存力ポテンシャルの形か

ら運動の可能な様態を比較的直感的に予測することができるという利点がある （Takahashi 

2022aの Fig. 5 を参照）。例えば，初めに xが大き過ぎると，質点はポテンシャルの斜面を下っ

た後に極大点を乗り越えてポテンシャルの坂を限りなく下っていくだろう。これはいわゆる

‘爆発’する解に相当する。

V　渦解と境界条件

η = 0の近くで （4.6） の解は次のように表される （Takahashi 2014, 2022a, b）:
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x a

a a a a a

l l
l l

l lη η η

η η η η

( )= ( )

= + + + +

′
′

′=∑ ,,

, , , ,

ln

ln ln

0

0 0 1 0 0 2
2

1 2
2

22 2
2 2

, lnη η( ) +  
（5.1）

正則解は a1,0 = 0である。高次項の展開係数は次のように a0,0, a1,0と関係している :

 

a a a a a a a k

a a

0 2 0 0
2

1 0
2

0 0 1 0 0 0 1 0
2

1 2

1
4

9
16

5
8 4 8

5
8

, , , , , , ,

,

=− − + − + +

=

κ κ

11 0
2

0 0 1 0 1 0

2 2 1 0
2

1
2 4

1
4

, , , ,

, ,

− −

=−

a a a

a a

κ
 （5.2）

（a0,0, a1,0）を与えるとすべての係数が決まるので，今後この組を境界条件または初期条件と

呼ぶことにする。Bellamy-Knightsの厳密解は（a0,0, a1,0）=（x−, 0）と（−2x−, 0）として，

Burgersと Sullivanの解はさらに κ = 0として得られる。数値解を探す実際問題上は，（5.2）

を厳密に守る必要はない。初期値を η = 0で設定することはできないことと，η = 0の近く

では , 微分方程式の真の解の周りのすべての Lyapunov指数が負で，ηが増えるとともに急

速に真の解に近づくことが期待できるからである。

面白いのは，保存力のみならず，保存力と非保存力が協同して動径方向にほぼ一定の波長，

一つは � �S = +( )−2 162 2 1 4
� k

/
，もう一つは � �L 3= 2� � で近似的に調和振動する 2種の解

があることである。前者は x = x+のまわりの，振幅がいくらでも小さくなりうる小さい振動，

後者は x = κのまわりの振幅がほぼ一定の大きい振動である。この振動の組み合わせ方が解

の型を決定する。さらに，振動は必ず有限の距離で終わるので，この距離で渦の半径を定義

できる。

初期条件をかってに選ぶと，解は遠方で指数関数を超える速さ，具体的には x～eβη
2/2 （βは

正の定数） で発散する（Takahashi 2022b）。これを避けるためには，初期条件を注意深く選

ばなければならない。Bellamy-Knights （1970, 1971） は初期条件を γ<1/2の範囲に限った。

このとき，アトラクター x+の吸引域は広く，数値解を探しやすい。これに対し，Takahashi 

（2022a, b） は，大きい γに対する，遠方で流入する解，すなわちリペラー x−に近づく解と

解が存在するための初期条件の範囲を調べた。図 1に特異解 （a1,0 ≠ 0） の例を示す。この例

以下の全ての数値計算で 2k = 1としている。図 1では，大きい振動を見ることができる。

正則渦解 （a1,0 = 0） を与える（κ, a0,0）のうち実際に計算されたものを図 2に示す。点がい

くつかの明瞭な系列をつくっているのは，系列が同じ型の解の並びであることを表している。

κ = 0では a0,0 = −1 （Burgers） と 2 （Sullivan） のみが解であるが，κが正になると，これまで

見落とされていた無限の解が現れる。この意味で，κ = 0が臨界点である。図 2に示したのは，

可能な初期条件のほんの一部である。



ナビエ-ストークス方程式の軸対称渦解 : 初期値敏感性およびエネルギー有限性　1.　初期値敏感性について

11

κ = 0（定常解） および κ = 0.2と固定したときの可能な初期条件 （a0,0, a1,0） を図 3に示した。

a1,0 = 0の線上に一般に知られている正則解が分布する。上に述べたように，κ ≠ 0のときは，

正則解は無限に存在する。セルの数に上限があるかどうかは分かっていない。原点で対数発

散する特異解は，一端が （x+, 0） で他端が無限遠に伸びた螺旋状の連続曲線を形成する。こ

図 1.　 κ = 0.2，2k = 1のときの解の例。上 : x，下 : vr:ν。時間は κτ = 1。初期条件 （a0,0, a1,0） は実
線（+0）:（1.838770596, －0.5），点線 （+1）:（1.838747393, －0.5），破線 （+2）:（1.838747584, 

－0.5）。数値計算では初期条件は η = η0 = 0.002で課した。ここで +iの +は原点付近での
xの符号，i = 0, 1, 2は大きい振動の数。

図 2.　 正則渦解を与える（κ, a0,0）。2k = 1として実際に数値計算されたものを点で表している。
Takahashi （2022b） より。
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の連続した曲線を枝 branch と呼ぶことにする。（x+, 0） 近辺を拡大したものを図 4に示した。

κ = 0.4と固定したときの可能な初期条件 （a0,0, a1,0） を，κ = 0 （定常解） の場合とともに図

5に示した。原点で対数発散する特異解は，この空間の無限遠に開いた連続曲線か，一端が 

（x+, 0） で他端が無限遠に伸びた螺旋状の連続曲線を形成する。

図 3，4，5から，全ての枝は，その端点が （x+, 0） か （∞, ∞） にあるということに注目する。

これを集合点 coalescent point と呼ぶことにする。（x+, 0） を PEで表す。さらに，枝が無限に

存在することから，一つの枝で結ばれる離れた 2つの正則解の組が無限に存在することが結

論される。Burgers解と Sullivan解や Bellamy-Knightsの 2つの厳密解はそのような組をつ

くる。一つの枝上の無限小だけ離れている 2つの解はエネルギー差が無限小と考えられるの

で，上記の同じ組に属する 2つの正則解は，物理的には連続的に変形して相互に移りうるで

あろう8。正則解と特異解は，物理的には同等に扱うことができるので，任意の解は一つの枝

上で連続的に変形遷移することが予想される。

図では表されないが，一つの枝はその近くに多くの，あるいは無限の枝を伴っている。こ

 8 ここまでで取り上げた単純渦解は，速度が無限遠で発散するので，この記述は厳密には意味が無い。
しかし，空間を限ればエネルギーは有限で，その範囲でのエネルギー差は有限である。これは，単
純渦を，有限空間内で現実の渦の近似と見なすことに相当する。

図 3.　 κ = 0, 0.2かつ 2k = 1のときの初期条件（a0,0, a1,0）の分布。初期条件の 3つの系列 C0, C1, 

C2が認められる。（この系列を本文では枝と呼んだ。）これらの系列はそれぞれ解の型± 0 

（+），± 1 （大きい点），± 2 （小さい点） に対応する。点線は定常渦 （κ = 0） の初期条件。2

つの，四角で囲まれた +は Bellamy-Knightsの 2つの厳密解に対応する。円で囲まれた 2

つの点 （1, 0） と （2, 0） は Burgersと Sullivan の定常解に対応する （Takahashi 2022bを一部改
変）。
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れは，xが擬似的なサイクル数が有限の周期解─擬周期解─を持つこと，サイクル数が多い

解の場合，初期条件の差を任意に小さくすることができることから証明できる （Takahashi 

2022b）。その結果，互いに異なる型の解を与える初期条件 （a0,0, a1,0） の不連続な系列が存在

して，かつそれはある点─集積点─に収束する。集積点の連続な系列は 1つの曲線 （集積枝） 

をつくる。そのような曲線は無限にあるが，その一つを C∞と書くことにする。枝，集積点，

図 4.　κ = 0.2 のときの PE =（x+, 0）付近の拡大図。x+ = 0.90499。

図 5.　 κ = 0.4 （+および点） のときの可能な初期条件。一点鎖線は κ = 0。左上に，解 xの典型的
な型を示した。同じ型の解は 1つの滑らかな系列─枝─を構成する。○は Burgers解と
Sullivan解，□は Bellamy-Knightsの 2つの厳密解。2k = 1。Takahashi （2022b） より。
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集合点の関係を模式的に図 6に示す。図 6で，黒点は，解 xのサイクル数が 1ずつ増えてい

く初期条件の列で，白点で示した集積点を持つ。集積点に近づくにしたがって，初期条件の

差は限りなく小さくなるが，解は擬調和振動で構成されるので，解相互の差は常に有限であ

る。C∞その他の集積枝上の任意の点 Pの近傍 UPは無限の初期条件を含む。同様に，PEの

任意の近傍 UEは無限に多くの初期条件を含む。図から，UE内の初期条件の数 （無限大） は，

UP内の初期条件の数 （無限大） より大きいであろう （枝が無限にあって，それぞれが異なる

C∞を持つ場合，UP内の初期条件と UE内の初期条件は 1対 1の対応がつかない）。

以上に述べた解の性質─ η = 0で正則か特異的かによらない─により，我々が探す小さい

κあるいは大きい γの解は一般に初期条件に極端に敏感である。計算あるいは測定の誤差を

なくす事はできないので，一つの初期条件が一つの解を与えるという解の一意性は実質的に

補償されないことになる。とくに集積点の近くでは，初期条件を同じにしても，計算のアル

ゴリズムが異なれば異なった結果が得られる可能性が高くなるので，結果のチェックには注

意を要する。Bellamy-Knightsが小さい γの解に探索を限ったのはこのためであったと思わ

れる。

VI.　コーシー問題との観測論的関連

偏微分方程式である NS方程式のコーシー問題に解があるかは，初期条件に対する解の一

意性まで含めて分かっていない9。さらに詳しく述べるならば，初期条件を連続に変えたとき

に，解は全領域で一様連続に変わるかという問題にまだ十分に確かな答えが得られていない

 9 常微分方程式については，方程式が正則なら解は一意的である。非正則な場合，例えば tの全領域で
実数の yの 1階常微分方程式 dy/dt=y2/3 では，y（0）=0の初期条件に対し y（t）=0と y（t）=t3/27の 2つ
の解がある。

図 6.　枝，集積点，集合点と C∞の模式図。
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ということである。有限の空間内での値をある仕方で与えると，有限の時間内に場が発散す

る場合があることは知られてはいる （Moffat 2000, Drazin and Riley 2007）。しかし，それらの

解は全エネルギーが無限大であるばかりでなく局所的にも無限大になるもので，実験室内の

渦や自然界の竜巻，台風などとは本質的に別種のものである。

Bellamy-Knights （1970, 1971） の解は全エネルギーは発散するが，局所的には有限である。

また Serrin （1972），Takahashi （2022a, b） の解は，局所的に発散することがあるが，この発

散は観測量の発散をもたらさない。したがって，これらの解を元にして現実の渦運動にさら

に接近できる余地は残されていると思われる。これについては第 2部で述べることにして，

ここでは，前節で得られた結果の観測論的意味に触れておく。

我々は，異なる型に属する非定常渦解の初期条件 （a0,0, a1,0） の互いに異なる無限の系列が

あって，κを固定すると，それが無限に多くの集積点と集合点 PEを有することを知った。

すなわち，任意に近い 2つの初期条件が有限の差がある 2つの異なる渦解を生ずるのである。

連続 3D空間で起きることがこの現象の特徴である10。

実数値の観測あるいは数値計算は常に有限の誤差を伴う。集積点や集合点近辺で誤差をど

んなに小さく初期条件を定めても，その誤差の範囲内には数学的に無限に多くの異なる物理

的初期条件が含まれ，相互に有限の違いがある無限に多くの渦解を与える。観測上は，“同

一の”初期条件から無限の異なる種類の渦が生まれるかのように見えることになる。数値計

算で言えば，例えば，初期条件を精度は “同じ”で計算方式─ 2進法か 10進法か，四捨五入

法によるか切り捨て法によるか─を変えると異なる渦解を得るということが起き得る。実験

観察の正しさ，あるいは計算の正しさを，任意の精度で有限の時間内に確認することは不可

能なのである。結局，原則論はさておき観測論的にはコーシー問題の答は否定的である。言

い換えれば，流体に関する限り，“同一の”原因が同一の結果を生むとは限らないのである。

上の結論が，直ちに第 I節で紹介したいわゆるミレニアム問題の否定的な答になるかとい

うと，実はそうはならない。Bellamy-Knights （1970, 1971） および Takahashi （2022a, b） の渦

解は，速度場が無限遠で距離に比例して発散し，従って全エネルギーも無限大になる。

（Takahashi 2022a, bの解の対称軸上の対数発散は全エネルギーの発散の原因ではない。Ser-

rin 1972 の渦も同様である。） エネルギーが無限であれば何が起きても不思議ではないと言わ

れればそれまでである。しかし，問題の答を探す上でのささやかなヒントにはなっていると

考える。

10 これは，水素原子のエネルギー固有値がゼロに限りなく近づく不連続な系列をつくり，かつ任意に近
いが異なる固有値の波動関数が有限の差を有することを思い出させる。古典力学では，境界がある 2
次元現象─膜や水面の振動など─で同様なことが起きることはよく知られている。水面上を歩く液
滴も同類の興味深い現象である （Eddi他 2012, Harris他 2014, Perrard他 2014）。
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第 2部で，エネルギー密度が有限の渦について論じる。
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